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Matrices

Una matriz es un conjunto de niumeros colocados en una determinada disposicion, ordenados en filas y columnas.
Es una yuxtaposicion de vectores fila y vectores columna.

Las lineas horizontales de una matriz se denominan filas y las lineas verticales se denominan columnas.

Las matrices se las nombra con letras mayusculas y los elementos de las mismas con letras minusculas.

Cuando una matriz contiene m filas y n columnas se dice que es de orden m x n. Los elementos de una matriz se
suelen encerrar entre paréntesis o corchetes rectos.

Las siguientes matrices son, respectivamente, de orden3x3,3x2,3x4y2x3
1 2 3 3 4 3120 1 0 o0
(456);(—5 1);(0342);(0 c o)

7 8 9 2 —4 1 5 8 7

Matriz cuadrada
Es la que tiene el mismo nimero de filas que de columnas, es decir de orden n x n o simplemente de orden n.

Matriz diagonal
Es una matriz cuadrada cuyos elementos son todos nulos salvo los de la diagonal principal, es decir la diagonal que

va desde la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha. (ajjcon i=j)

Vector fila
Es una matriz de una sola fila y varias columnas. Por ejemplo, una matriz 1 x 7 es un vector fila de longitud 7.

Vector columna
Es una matriz de varias filas y una sola columna. Por ejemplo, una matriz 20 x 1 es un vector columna de longitud

20.

Matriz triangular inferior
Es una matriz cuyos elementos por encima de la diagonal principal son todos nulos.

Matriz triangular superior
Es una matriz cuyos elementos por debajo de la diagonal principal son todos nulos.

Las siguientes matrices son respetivamente vector fila, vector columna, matriz triangular superior, matriz triangular

inferior y matriz diagonal:
3 0 0 3 0 0
6 11 0) 01 0 )
6 5 7 0o 0 -7

De manera general, una matriz de m filas y n columnas cualquiera se escribe de la forma siguiente:

3 1 1
(103 4) ) <0 11 4)
0 0 7

aii Qs j
A=<3 ) o bien A(ij) =conl<i<m yconl<j<n
Qg o Qg
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Obsérvese que el primer subindice de cada elemento representa el nimero de la fila y el segundo el nimero de la
columna a la que pertenece dicho elemento. Asi ajj es el elemento que esta en la interseccion de la fila i con la
columnaj

Suma y resta de matrices

Sean Ay B dos matrices del mismo orden, m x n.

La suma A + B es otra matriz de orden m x n cuyos elementos son la suma de los elementos homélogos de las

matrices a sumar.
La resta A - B se define de forma andloga. (Suma algebraica, suma con signo)

Ejemplo

2 -1 1 2 3 4
Si A= y B=
3 0 - 4 2 3
4 25
C=A+B=
7 2 2

Producto de una matriz por un escalar o nimero

Dada una matriz A de orden m x n y un nimero ¢, el producto c . A es una nueva matriz m x n que se calcula
multiplicando cada elemento de A por el nimero c.

Ejemplo
5 3
Seala matrizA= 1 5 y el escalar c=2; la operacion
5 3 5 3 5 3 10 6
2 = + =

1 -5 1 -5 1 -5 2 -10

Producto de matrices.

El producto de dos matrices se puede definir sélo si el nimero de columnas de la matriz izquierda es el mismo que
el niumero de filas de la matriz derecha. Si A es una matriz m x n y B es una matriz n x k, entonces su producto
matricial A x B es la matriz m x k (m filas, k columnas) dada por:
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1] a1z ... Qin by bz ... b
fzy gz ... Ozn byy  bag by
_-4. = B = )

L Tl T2 s Amn J L il-:'.‘ll bn‘_" s -F-:'lik- J
ron n it T
E a1 pbp E phpz ... Z ayphpk

p=1 p=1 p=1
n n T
E 2pbp E tapbpz ... E aapbpk
AB = p=1 p=1 p=1

! ! m
E n?liphjﬂ E rJ-':'l'.;nE',r;‘_" E ﬂrlrz;.l‘i-i'p.l.'

=1 p=1 p=1 i

Disposicién conceptual para el producto:

Si queremos multiplicar Axs X Bsx2, debemos obtener Cu; sean entonces:

bll b12
all alZ a.13 Cll Clz
A= B= b2 be ,C:
a.21 a22 a.23 CZl CZZ
b31 b32
)
bi: Db
i D2
Ds:  Ds2
11— a2 a3 Cu Ciz)
L
aLl aLL aLO CLl :2 J

en la interseccion de la fila 1 de la matriz A con la columna 1 de la matriz B se encuentra el elemento ci1 cuya

expresion se obtiene haciendo el producto escalar:
C11 = a1 ba1 + @12 ba1 + a13 bss; con analogo razonamiento :
C12 = a11 b1z + @12 b2y +a13 ba
C21 = az1 b11 + a2 bar + a3 bas
C22 = az1 b1a+ a2 b2z + a2 bz
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Ejemplo
1 3
2 -1 1
Sean A= y B={2 0
3 0 -
1 4
A 5 c 1 10
x3 X D3x2 = Lax2 =
2x3 3x2 2x2 2 5

En el producto matricial, el orden es fundamental: Puede tener sentido el producto A x B y no tenerlo el producto
B x A. Pero, incluso en el caso de matrices cuadradas del mismo orden, en que tienen sentido ambos productos (A
x By B x A), en general el resultado no es el mismo. O como el ejemplo anterior en donde ambos productos puede
efectuarse, pero el resultado no es el mismo.

Es decir, el producto matricial no es conmutativo: AxB#Bx A

Ejemplo
1 3
2 -1 1
Sean A= y B={2 0
3 0 -
1 4
A B oo 1 10
2x3 X B3x2 = Lox2 = 2 5
11 4 14
Bsx2a X Azxa=C33 = <—1 -2 —2)
-2 2 =3

DETERMINANTES

El determinante es un nimero que esta asociado a toda matriz cuadrada. (No existe el determinante de una matriz
gue no sea cuadrada).

Es una funcidén asociada a una matriz. Cuyo dominio es el conjunto de las matrices cuadradas y cuya imagen es el
conjunto de los nimeros reales.

Determinante de una matriz de orden 2.

Sea una matriz cuadrada de orden 2: A= Se llama determinante de la matriz A al nimero real
obtenido de la siguiente forma:

all alZ

A=

=a;;.8,, —a5,4d,

aZl a22
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es decir, la diferencia entre los productos cruzados de sus elementos. El valor obtenido se denota también por
det(A).

3 -2
Ejemplo: ‘1 4‘ =34-1.(-2)=14

Determinante de una matriz de orden 3
a'11 alZ a13

Sea una matriz cuadrada de orden 3: A=|a,, a,, a,; | Sellama determinante de la matriz A al nimero real
83 A3 8y

obtenido de la siguiente forma:

81 Ay 8y
|A| =|8p1 8y 8p3|=8y1.8y,-833 + 8yp.8p3.83; + 838183, — 851.85p. 83 — 8p3.83.8yy — 83388,

A3, gy Ay
Ejemplo:
1-2 3
4 5 6|=1510+(2).6.(~7)+3.4.8-3.5.(-7) —6.8.1-10.4.(-2) = 367
-7 8 10

Para recordar la definicién de determinante de tercer orden, se utiliza |a regla de Sarrus:

a11 a‘13

Productos negativos: |a,,

a31 32 733

Propiedades generales de los determinantes.

A continuacién, vamos a enunciar una serie de propiedades que cumplen los determinantes de una matriz
cuadrada, independientemente del orden que tengan.

12) El determinante de una matriz no varia si se cambian filas por columnas, es decir, el determinante de una matriz
es igual al determinante de su matriz traspuesta.

Det(A) = Det(AY)

23) Si una matriz tiene una fila nula, su determinante es 0.
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1 2 5

2 1 3/=0

0 0O

32) El determinante de una matriz diagonal es igual al producto de los elementos de la diagonal principal:
a 0 0

0 b 0 =abc
0 0 c

43) Si se intercambian entre si dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo
Det(A', A%, A®) = —Det(A?, A", A%)

1 3 -1 3 1 -1
Ejemplo: |2 5 0=—-5 2 0 como puede comprobarse.
2 -2 1 -2 2 1

52) Si un determinante tiene dos filas o dos columnas iguales su valor es cero.

1 3 -
Ejemplo:[l. 3 -1=0 como puede comprobarse.
2 -2

62) Si se multiplica una fila o columna por un ndmero el determinante queda multiplicado por dicho nimero.
Det(kA', A%, A*) =k.Det(A', A?, A?)

72) Si un determinante tiene dos filas o columnas proporcionales su valor es cero:
Det(Al, KA, A3) = k.Det(Al, Al A3) =0

82) Si una fila o columna puede descomponerse en suma de otras dos, por ejemplo, Al =B + C, entonces
Det(B +C, A%, A%) = Det(B, A2, A3) + Det(C, A% A3)
92) Sj a una fila o columna se le suma una combinacion lineal de las restantes, el valor del determinante no varia.

Det(A', A%, A®) = Det(A' + aA® + pA%, A%, A?)

102) Si una fila o columna es combinacidn lineal de las restantes, el valor del determinante es cero, y viceversa.

Det(A', A2, cA + SA%) = Det(AL, A2, aA') + Det(Al, A%, fA2) =0+0=0
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112) El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus determinantes:

[AB|=|A1B

Determinantes de orden mayor que 3.

Previamente, vamos a definir dos conceptos que nos servirdn para calcular el determinante de una matriz cuadrada
de orden mayor que 3.

Definicion: Dada una matriz cuadrada de orden ny uno de sus elementos aj, se llama menor complementario de
dicho elemento, y se representa ¢; o Mj; al determinante de la matriz que resulta de suprimir lafila iy la columna

J.
1 20

Ejemplo: Dadalamatriz A=|-1 0 3/, el menor complementario del elemento a=3 se calcula de la siguiente
2 1 4

forma:

.
12
M, = |- =|, |=1-4=-3
2 1

Definicion: Dada una matriz cuadrada de orden ny uno de sus elementos aj, se llama Adjunto de a;; y se representa
por Aj al menor complementario precedido del signo + o —seglin que i +j sea par o impar. O también:

A = (_1)i+j o

Entonces, el adjunto del elemento a,=3 serd A, = (-1)*"

12
) ]1:—(—3):3.

4.

Y el adjunto del elemento a5=0sera A,, = (—-1)***

1 0
2 4

Teorema:

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de una columna o fila multiplicados por sus
correspondientes adjuntos.
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VO PO a,,
o[B8y e azn " . (o ~a o
Es decir, si A= y nos fijamos, por ejemplo, en los elementos de la fila 22, se verifica:
a‘ml amz """"" a‘mn

|Al = aZl'A21 + a22A22 Tt +a,, Azn

(Nota: Podiamos haber elegido otra fila o cualquier columna). Por tanto, para calcular el determinante de una
matriz cuadrada de orden mayor que 3, basta multiplicar los elementos de una fila o columna por sus adjuntos
correspondientes.

Ejemplo:

|
[EEN

Vamos a calcular el determinante de la siguiente matriz A =

_ O O

1
0
1
0

P N -
'_\I

1

- o =

Para ello nos fijamos en cualquier fila o cualquier columna (es mas practico seleccionar una fila o columna que
tenga muchos ceros ya que nos ahorra muchos célculos). En este caso, elegimos la columna 22 y hemos aplicado el
teorema:

A=

-1 0 1
10 1
o 1 o 1" dePe AR T AnAn +anA, ==0A, +0A, + (DA, +1A, = (DA, +1A,

= O =

1 1-1 0

Por tanto, todo se reduce a calcular A,, 'y A,,

- 1 -10 11
1010 it 1010 it
A, = =(-D)**1 1 0=—(-2)=2 A, = s 1 0 1:(—1)“*2 11 0=+(-4)=-4
1-1 0 20 1
1 1 -1 0 1 1-10

Luego tendremos:

-10 1 1
1p 10
o 1= (DA T1A, = (D) e2+le(-4)=-2-4=-6

0

A=, |

Cuando tenemos que calcular el determinante de una matriz que no tenga ceros, lo ideal es transformarla en otra
que si los tenga ya que el determinante no se verd afectado, pero realizaremos antes el calculo.
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Ejemplo:
11 2 2
1 1 5 , , ,
En este caso, tendriamos que desarrollar por la linea que queramos, pero deberiamos hallar
133 1 siempre cuatro adjuntos de orden 3.
1 3 3 2

Sin embargo, haciendo uso de la propiedad 92 de los determinantes (Si a una fila o columna se le
suma una combinacion lineal de las restantes, el valor del determinante no varia), podemos obtener otra matriz
cuyo determinante es mas sencillo de calcular.

11 2 2 11 2 2
1 1 5 -1 ; 1 1 5 — y ahora ya desarrollamos por los elementos de la fila 32 por lo que solo
1 3 3 1|4-4-40 0 O -2 tendremos que calcular el adjunto Ass
133 133 2
112 2 112 2
115 -1 115 11 2

— L B = —1 = _1 _1 3+41 1 5 :_6
133 154,000 -1 (DA, =(-D(-D)

3 37 14 1 3 3

133 133 2

(Nota: En general, el calculo de un determinante de cualquier orden se puede reducir al de un determinante de un
orden inferior, desarrolldndolo por los elementos de una fila o columna. Asi, por ejemplo, el cdlculo de un
determinante de orden 4 se puede reducir al calculo de, a lo sumo, cuatro determinantes de orden 3)

Aplicaciones de los determinantes.

Aunque otras de las aplicaciones de los determinantes las vamos a ver en el siguiente tema, aqui vamos a destacar
dos aplicaciones de los determinantes que son:

- Calculo de la matriz inversa de una matriz cuadrada
- Calculo del rango de una matriz cualquiera

Cdlculo de la matriz inversa de una matriz cuadrada a través de determinantes.

Vamos a ver cdmo podemos calcular la inversa de una matriz cuadrada ayuddndonos de los determinantes. Pero
previamente vamos a definir el concepto de matriz adjunta.

Definicidn: Dada una matriz cuadrada A, llamamos matriz adjunta de A, y la representamos por adj A a la matriz
formada por los adjuntos de la matriz A.

A A Ay

ade — AZ]. AZZ A2n

An Ap o Ay
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Ejemplo:
1T 2 -1
sead=|0 -3 2]
2 1 A

Los adjuntos de los nueve elementos de A son:

-3 2 17 oz 4 o -3 5
= 4+ = - = - = = + =
’ﬂ'l'l 1 5 ’3'12 25 ’3'13 2 1
2 -1 -1 1 2
Aoy = - 1 5 =11 Agp =+ 7 5 =7 Axp=- 3 =3
2 -1 1 1 -1 5 1 2 3
=+ = = - = - -+ = -
%1 -3 2 %2 0 2 A33 o -3
-17 4 6
Por tanto, la matriz adj A sera: adjA=|-11 7 3
1 -2 -3

Para toda matriz cuadrada A, se verifica que A-(adj A)' = (adj A)*- A= |A]-l

1 2 -1
Puede comprobarse con la matriz anterior: A=|{0 —3 2 |enlaque |A| =-15
2 1 5
1 2 -1\)(-17 -11 1 -15 0 0

A@diAr|0 -3 2 |{ 4 7 -2|=| 0 -15 0 |=|AH
2 1 5){l6 3 -3 (0 0 -15

Es decir, el producto de la matriz A por la traspuesta de su adjunta, nos da la matriz identidad | multiplicada
por el determinante de A.

Es muy interesante ya que si |A| # 0, podemos concluir que:

1

A

Resumiendo, para calcular la matriz inversa se siguen los siguientes pasos:

(adjA)’ _

A |A| =1 portanto,|A™ (adjA)’

1. Se halla el determinante de la matriz A. Si es cero no existe inversa.
2. Se hallan los adjuntos de la matriz dada, para obtener la matriz adj A.
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3. Se forma la matriz traspuesta de la matriz adjunta.

4. Se divide la matriz obtenida por el determinante de A.

Ejemplo:
1 2
Sea d=|0 -3
201

-
21
5

!

1.- Hallamos su determinante.

1 2
detd=0 -3
21

-1
2|=-15+8+0-6-0-2=-15 =20,
5

Puesto que es distinto de 0, tiene inversa.

2.- Ahora calculamos la matriz adjunta. Hay que calcular los adjuntos de todos sus elementos. Sabemos, por
haberlo hallado anteriormente, que dicha matriz es:

~17
adjA =| -11
1

4 6
7 3
-2 -3

3.- Calculamos su traspuesta:

=17

(adjp)' =| 4
6

-11 1
7 =2
3 -3

4.- Por ultimo, dividimos por el determinante de A:

1

-17 -11 1

6 3 -3

1%5 1%5 _%5
_ . 1 - -
Al:w(aouA)‘=_—15 4 7 -2|= %5 %5 %5

s Hs Hs
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Sistemas lineales de ecuaciones

Una ecuacion lineal (sistema de orden 1) es de la forma: ax =b; donde ay b son nimeros dados y x es la incdgnita
a determinar.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales que comparten las mismas incégnitas.

Un sistema de ecuaciones de orden 2 es de la forma:
{ax + by
dx + ey

c

f

donde a, b, ¢, d, e, f son nimeros dados y x e y son las incégnitas.

Cuando hay mas de 3 o 4 ecuaciones y/o incognitas, se suele utilizar una notacién con subindices para designar
tanto las incdgnitas como los coeficientes. Asi, un sistema lineal de m ecuaciones con n incdgnitas se representa,
de forma general:

A X1+ 312 X2+ 313 X3 + ......4a1n Xn= b1
d21 X1+ a2 X2+ Az X3 +..... +axXn=hy

dm1 X1 +am2 X2+ dm3 X3+ ...... + Amn Xn = bm

Este sistema se puede escribir de forma equivalente utilizando notacidon matricial, que es, en general, mas facil de
escribir:

7] a1z ... 1n I by
9] gz ... fag Ta b,

{ ml OAm2 .. Odmn J \‘ L'n J \‘ b J

Llamando A a la matriz m x n de los coeficientes del sistema, x al vector columna de longitud n de las incégnitas y
b al vector columna de longitud m del segundo miembro, el sistema de ecuaciones anterior se puede finalmente
escribir en la forma mas resumida:

Ax=Db

Una solucion del sistema es un conjunto de n valores (ordenados) tales que, al sustituir las incognitas por estos
valores, las ecuaciones se convierten en identidades. Colocando estos valores en forma de vector columna, x de
longitud n, se tiene, obviamente, una solucién del sistema escrito en forma matricial. Por ello se suele hablar de
vector solucién

Los sistemas lineales no siempre tienen solucién. Si un sistema no tiene solucién, se dice que es incompatible
De hecho, en relacion con el nUmero de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones, sélo pueden darse los tres
casos siguientes:
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1. No tener ninguna solucién: se dice que el sistema es incompatible.
2. Tener una Unica solucidn: el sistema es compatible determinado.
3. Tener infinitas soluciones: el sistema es compatible indeterminado.

Resolucion de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas.
Sea el sistema :
a1 Xa+awn X2+a;z x3s=br (1)
Az X1+ax X2+ as x3=by (2)
as1 X1 +as2 X2+ a3 Xs=bsz (3)

En este caso el método consiste en tomar cualquiera de las ecuaciones (por ejemplo la (1)) y eliminar la incégnita
X1 primero con la ecuacién (2) y luego, independientemente, con la ecuacion (3) transformando el sistema original
en uno equivalente con una ecuacién en tres incégnitas y las otras con dos incégnitas.

De este nuevo sistema se toman las ecuaciones que tienen dos incégnitas y se lo transforma siguiendo el
procedimiento ya descripto en otro sistema equivalente, con una ecuacidn en dos incégnitas y la otra solo en una.

Del resultado de esta ultima operacion obtendremos un sistema equivalente al original, con la primera ecuacién
en tres incégnitas, la segunda en dos y la tercera en solo una, lo que nos permite obtener el conjunto solucidn.

Ejemplo
Sea el sistema

2X1 - X2+ X3 =5
X1 + X2 -2X3 =-3
3X1 +2X% - X3 =8

Adoptando la disposicidon practica descripta:
2 -1 1 5
1 1 -2 -3
3 2 -1 8

repetimos la 12 ec. 2 -1 1 5

repetimos la 12 2 -1 1 5
y la 22 ec. del paso 0 3 -5 |-11
anterior. 0 0 20 | 80

El sistema equivalente

2X1- X2+ X3= 5
3X2-5X3=-11
20 x3 = 80
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se obtuvo resolviendo, por ejemplo, para el elemento -5 que es el transformado de -1 el determinante:

2 1
=-2-3=-5
3 -1
De: 20x3=80 X3 = 4
De: 3x;-5.4=-11
3x,=20-11
X2=3
y por ultimo de: 2x1-3+4=5
2x1=5+3-4

Ejemplo 2:
3X1-5x2+11x3=7

2X1+3x+ 8x3=4

X1- Xy + 9X3='3

El sistema equivalente es:

3X1+5x+11x3 =7

X2 + 2X3 = -2
0.X3 =0
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El sistema admite infinitas soluciones, que se obtienen dando valores arbitrarios a xs: por esa razén es compatible
indeterminado.

Ejemplo 3:
4x, 4+ X - X3=6

2X1 -4x +6x3=5
2X1 +4X% - 6X3 =-2

0 0 0 |-168

El sistema equivalente es:

4x1+1x -1 x3 = 6

14x;, + 22 x3 = 32
Ox3 =-168

El sistema no tiene solucion (no la tiene 0 . x3 =-168) y por lo tanto se denomina incompatible.
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Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por inversidon de matrices.

Sea el sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas:

a1 X1 +awn Xz+aiz xs3=by (1)
anXi+an Xo+axs xa=by (2)

as1 X1 +az; X2 +as Xs=bs (3)

podemos escribirlo en forma matricial si hacemos el producto:
Q1 g 3| (X Ay % + 85Xy + 3X3 by
A3 83 d33) \ X3 A31X; + 835X, + Az3X3 by

g Qp 3| (X by
Ay Ay Ay || X [=|b,

designando:
&1 G 3 X by
A=lay 8y ay|; X=X |;B=b
83 93 g3 X3 b
simbolizamos:
A-X =B

Siendo A y B matrices conocidas, resolver el sistema consiste en encontrar los elementos de la matriz X, lo que se
consigue premultiplicando (multiplicando desde la izquierda) ambos miembros de la igualdad por la matriz inversa
de A, que simbolizamos como la matriz A™.

En efecto, de:
AT A-X=A"B

. R .. -1
teniendo en cuenta de acuerdo con la definicién de matrizinversaque A - A=1 yqueles el elemento neutro
en el producto de matrices, resulta:

X=A1.B

lo que significa que, para obtener la matriz de las incdgnitas (matriz solucidn) basta con premultiplicar la matriz de
los términos independientes por la matriz inversa de la matriz de los coeficientes de las incognitas.
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Adj'

A

el determinante asociado a la matriz de los coeficientes de las incégnitas sea distinto de cero, es decir solamente
los sistemas que sean compatibles determinados.

. -1 P . .y . .
Si recordamos que A = , S6lo podremos resolver por inversién de matrices aquellos sistemas en los cuales

Ejemplo

Hallar la solucidn del sistema de ecuaciones lineales:

2X—-y+2= 2
X+2y-z= 3
3X+y+2z=-1

en forma matricial el sistema se escribe:
2 -1 1 X 2
1 2 -1||y]|=
3 1 2 yA -1

como sabemos, pueden efectuarse operaciones elementales sobre el sistema de ecuaciones o sobre la matriz
ampliada (ver método de eliminacion gaussiana) o bien, si existe, calcular la inversa de

2 -1 1
A=|1 2 -1| yluego, premultiplicar la matriz de los términos independientes por
3 1 2
5 3 -1 5 3 -1
-5 1 3 -5 1 3
_ Adjt -5 -5 5 -5 -5 5
A= = = ; :
AT R -1 1 10 o€
1 2 -
3 1 2
5 3 -1 2 20 2
1 1
—/-5 1 3 || 3 |=—|-10|=|-1
10 10
-5 -5 5 -1 -30 -3

osea; x=2;y =-1;z=-3
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Teorema de Cramer.

Como hemos visto al resolver sistemas de ecuaciones lineales por el método matricial, la

. . - 1 Adj!
matriz de las incognitas se obtiene mediante la expresion: X = A 1.B,la gue teniendo en cuenta A 1_Ad

A

Adj'
A

sin que la demostracién pierda validez general de la siguiente manera:

Al Aet| - [Asl

An| A A

puede escribirse: X = - B que se puede desarrollar para un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas,

X
) Unal (Al (A0 |2
? 8; &, &g ’
X3

Ay 8y Ay
3 Az g

expresion de la cual se obtienen la siguiente igualdad:

b, a, ag

b, ay a

X1=|A11|'b1+|A21|'b2+|A31|'b3 _ b; a; ag
%1 dp A3 1 A 3

A1 Ay Ay Ay 8y A

d3; 83 a3 d3; 83 ag3

que se lee: “la incégnita x; se obtiene como el cociente entre dos determinantes: el del denominador es el asociado
a la matriz de los coeficientes de las incognitas mientas que el del numerador es el mismo determinante en el cual
se ha reemplazado la columna de los coeficientes de x; por los términos independientes”

Con similar razonamiento:

ay; b oag

ay b, axy

XZ=|A12|'b1+|A22|'b2+|A32|'b3 _ |83 b; as;
S1 Qp a3 %1 A A3

A1 dyp Ay Ay 8y A3

d3; 83 dg3 d3; 83 agz
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a &, b

A a8y b

Xy = |A13|‘b1+|A23|'b2 +|A33|'b3 ) bs

A1 & G3 Q1 & 93

Ay 8yp dp dyp 8p dy

d3; d3 g3 d3; 83 g3

lo expresado para la incdgnita x; puede generalizarse de la siguiente manera: "las incégnitas de un sistema de
ecuaciones lineales pueden obtenerse efectuando el cociente entre dos determinantes: el del denominador es en
todos los casos el asociado a la matriz de los coeficientes de las incdgnitas mientras que el del numerador es el
mismo determinante en el cual se ha reemplazado la columna de los coeficientes de la incdgnita que se quiere
calcular por los términos independientes”.

Ejemplo:

Hallar la solucion del sistema de ecuaciones lineales:

2X—-y+2= 2

X+2y—-z= 3

3X+y+2z=-1
2 -1 1 2 2 1 2 -1 2
3 2 - 1 3 - 1 2 3
-1 1 2 3 -1 2 3 1 -
2 -1 1 y 10 10
1 2 -
3 1 2

Sistemas homogéneos.

Reciben este nombre los sistemas de ecuaciones lineales que tienen todos los términos independientes nulos.
Tienen el aspecto:

ain Xa+an X2+aizs x3=0 (1)
axXi+axn Xx+axn x3=0 (2)

az X1 +axn Xp+au x3=0 (3)
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Como ejemplos podemos citar para el espacio dos la interseccién entre dos rectas que pasan por el origen de
coordenadas y para el espacio tridimensional, la interseccién de tres planos que pasan por el origen de
coordenadas.

Se resuelven por cualquier método de los desarrollados; muchas veces sélo se necesita saber si el sistema es
compatible determinado o compatible indeterminado, lo que se logra resolviendo el determinante asociado a la
matriz de los coeficientes de las incdgnitas. Si dicho determinante es distinto de cero, las tres ecuaciones son
independientes y la solucidn es Unica (la trivial): si por el contrario el determinante resulta nulo, el sistema resulta
compatible indeterminado (soluciones multiples)

Resolucién Matricial de los sistemas de ecuaciones lineales incompatibles. (aplicacién del concepto de Matriz
Pseudoinversa).

Sea el sistema de ecuaciones independientes (por lo tanto, incompatible)

ax +hxo=q (1)
A% +hX, =0, (2)
X +hX, =03 (3)

gue puede escribirse en notacién matricial:

o simbdlicamente
A-x=q

Como la matriz A tiene mayor nimero de filas que de columnas sélo resulta posible definir su matriz inversa (en
este caso, pseudoinversa) por la izquierda.

Para despejar la matriz X se premultiplican ambos miembros de la igualdad anterior por la matriz traspuesta de A

A-A-x=A"-q (5)

Nota:

”

“para el caso que nos ocupa At(2x3) : A(3X2) = M(sz)
“si hubiéramos hecho A(sxz) : At(2x3) = |V|(3X3) resulta siempre singular (no admite matriz inversa)”

Como la matriz A" - A es cuadrada, si su determinante asociado es distinto de cero, admite matriz inversa

1
(At . AT ; premultiplicando por esta matrizambos miembros de (5):

(A A" (AT A)-x=(AC- A A (6)
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siendo (At . Ayl . (At . A): | resulta:

x=(At- A" Aq

1
expresion en la cual (At . AT - Al = L (matriz pseudoinversa por la izquierda)

Ejemplo:

Sea el sistema de ecuaciones lineales:

X+ X, =1

por el aspecto de la primera y ultima ecuaciones con primeros miembros iguales y segundos miembros distintos,

el sistema es incompatible.

Escribimos el sistema del ejemplo en notacién matricial:

A 1
1 -1] =3

(ijé
11

1 11
premultiplicamos ambos miembros por (1 ]

11
1 11
1 -11
que operando nos conduce a:

(Y64

. X 1

1 —1]| tl= :
X,) 1 -1 1

1 1

Obtenido este sistema de ecuaciones que, por tener igual nimero de ecuaciones e incégnitas, resulta compatible

determinado, el calculo puede continuarse de las siguientes maneras;

a) resolver por inversion de matrices.
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X

31
Retomemos la ecuacién matricial [1 3 L

3
J = LOJ gue obtuvimos después de premultiplicar ambos
X,

1 11
miembros de la ecuacién matricial del sistema por la matriz [1 1 y operar. Premultiplicando ahora ambos

miembros por la inversa de la matriz de los coeficientes obtenemos:
3 1)7 (3 1)(x) (3 1) (3
13 1 3)(x) (13 (o

NEANER AN

x) 1 3) (0
-1) (3
3) 10

resultando X; :% y X, :_%
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